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Определение сил, действующих 
на, движущуюся под углом атаки, пластину методом дискретных вихрей 
 
Аннотация 
Постановка задачи. Требуется определить силу, действующую на пластину при его 

обтекании несжимаемым потоком воздуха при различных углах атаки. 
Результаты. Получены зависимости коэффициента нормальной силы пластины по 

времени для различных углов атаки методом дискретных вихрей. Варьированием шага 
интегрирования дифференциальных уравнений оторвавшихся вихрей и разбивкой 
пластины обеспечивается сходимость расчетных коэффициентов сил с имеющимися 
экспериментальными результатами.  

Выводы. Значимость полученных результатов для строительной отрасли состоит в 
возможности оценки пластинчатых элементов конструкции на прочность и усталость, 
применяя рассчитанные коэффициенты нормальной силы. 

Ключевые слова: метод дискретных вихрей, присоединенные и сводные вихри, 
контрольные точки, пластина, число Струхаля, комплексный потенциал течения.  

 
Введение  
Расчетный метод дискретных вихрей позволяет моделировать отрывные обтекания 

различных тел идеальной несжимаемой средой. Данный метод облегчает решение таких 
задач ввиду линейности уравнения неразрывности и возможности использования 
наложения потоков. Развитие и распространение метода дискретных вихрей хорошо 
описано в обзорной статье Сарпкайя Т. [1]. В многочисленных работах Белоцерковского 
С.М. подробно описывается данный метод для различных задач обтекания.  

Проведение расчетов методом дискретных вихрей в общем случае заключается в 
следующем. Контур обтекаемого тела заменяется присоединенными дискретными 
вихрями, а отрывное движение потока за телом моделируется свободными дискретными 
вихрями, перемещающимися с местной скоростью среды. Интенсивности 
присоединенных вихрей в каждый момент времени определяются из условия 
непроницаемости поверхности обтекаемого тела, и равенства нулю суммарной 
интенсивности присоединенных и свободных вихрей.  

Как правило, при обтекании пластины или прямоугольника их поверхности 
заменяются непрерывной вихревой пеленой с применением конформного отображения 
плоскостей [2-4]. Интенсивности отрывающихся вихрей определяются как половина 
квадрата скорости в точках отрыва, а положения точек схода вихрей определяются из 
условия Кутты, т.е. из условия конечности скорости на кромках пластины.  

В работе Белоцерковского С.М. [5] рассматривается обтекание пластины с заменой 
ее присоединенными вихрями. Интенсивности отрывающихся вихрей находятся из 
условия непроницаемости в контрольных точках. Приводится формула для определения 
коэффициента давления в положении присоединенных вихрей, полученная по давлению 
в неустановившемся потоке интегралом Коши-Лагранжа. 

В настоящей работе моделируется обтекание пластины по методу, описанному у 
Белоцерковского С.М. [5]. Определение коэффициента аэродинамической силы 
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проводилось импульсным способом, по формуле приведенным в статье Брайсона [6] и по 
формуле Белоцерковского С.М. [5], полученного из интеграла Коши-Логранжа.  

 
Постановка задачи и методика расчета 
Пусть пластина шириной а (рис. 1), движется в идеальной несжимаемой среде со 

скоростью V¥ под углом атаки a. Требуется определить коэффициенты сил, действующих 
на пластину импульсным способом, для последующего расчета ветровой нагрузки [7]. 

 

 
 

Рис. 1. Расчетная схема обтекания пластины 

 
Составляем систему линейных алгебраических уравнений AX = B для определения 

интенсивностей присоединенных вихрей Гj из условия непроницаемости в контрольных 
точках, т.е. при 0=i

nV . Матрица А скоростей от присоединенных вихрей заполняется один 
раз. Скорость, индуцированная j-м присоединенным вихрем в i-й контрольной точке:  
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Матрица столбец Х = (Гj) представляет собой неизвестные интенсивности 
присоединенных вихрей. Составляем матрицу столбец В, свободные члены которой 
известны и представляют собой проекцию скорости от набегающего потока и свободных 
вихрей на нормаль в каждой контрольной точке. Комплексная скорость, индуцированная 
свободными вихрями gg  в i-ой контрольной точке, запишется:  
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Полученная матрица А имеет размерность k×k-1 (т.к. количество присоединенных 
вихрей на 1 больше контрольных точек), чтобы решить ее необходимо ввести 
дополнительную строку к системе AX = B: 

0
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Данное условие следует из теоремы о постоянстве циркуляции по контуру, 
охватывающему присоединенные вихри на пластине и оторвавшиеся вихри.  

Решив полученную систему:  

 

(2) 

методом Гаусса находим интенсивности Гj присоединенных вихрей заменяющих 
пластину. На кромках пластины в соответствии с гипотезой Чаплыгина-Жуковского 
скорости должны быть конечными. Это обеспечивается тангенциальным сходом потока с 
кромок, т.е. в каждый расчетный момент времени крайние присоединенные вихри 
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принимают за свободные. Что позволяет в каждый расчетный момент времени найти 
циркуляции свободных (оторвавшихся) вихрей.  

Для определения положения свободных вихрей в следующий момент времени 
необходимо решать систему обыкновенных дифференциальных уравнений движения 
этих вихрей:  

.g
g = v

dt
dz

 

Эти уравнения решаются методом Эйлера, обеспечивая при этом численную 
диффузию вихрей: 

tvzz ttt D×+= gg
D+

g , (3) 

где tD  – шаг по времени, vg – скорость свободного вихря, определяется как сопряженная 
производная от комплексного потенциала течения F(z): 
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После определения нового положения свободного вихря заново формируется 
правая часть (1) системы уравнений (2), находятся новые интенсивности присоединенных 
вихрей и по (3) определяются их последующие положения. Таким образом, выражения 
(1), (2) и (3) образуют замкнутый цикл численного метода дискретных вихрей. 

 
Определение сил, действующих на присоединенные вихри 
Силу, действующую на пластину в каждый момент времени, можно определить по 

теореме об изменении импульса силы [6], [8]: 

 
(4) 

Первое слагаемое в скобках есть сила, действующая на присоединенный вихрь 
вследствие изменения его интенсивности за промежуток времени Dt. После каждого 
отрыва крайних вихрей слева и справа от пластины в место них размещаем новые вихри 
для обеспечения условия Чаплыгина-Жуковского. Поэтому сила от вновь введенных 
вихрей в конце промежутка Dt учитываются выражениями Г0∙х0/Δt и Гk∙хk/Δt в (4). 
Согласно рис. 1 начало координат совпадает с положением крайнего вихря слева (х0=0) и 
Г0∙х0/Δt не будет влиять на силу. Последнее выражение в (4) учитывает силу, 
обусловленную наличием скорости в точках расположения присоединенных вихрей: 

 
Введя следующие безразмерные переменные ,/ axx =¢  ,/ atVt ¥=¢  )/( aVГГ ¥=¢

коэффициенты сил (4) примут вид: 

 
(5) 

Коэффициенты аэродинамических сил также можно получить интегрированием 
коэффициента давления используя формулу Коши-Лагранжа:  
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Заменим пластину непрерывным вихревым слоем и вычислим нагрузку в 
некоторой точке s (рис. 1): 

÷
ø
ö

ç
è
æ

¶
j¶

-
¶
j¶

×-+-=-=D +-

¥¥

+

¥

-
+- ttVV

u
V
uccc ppp 22

2

2

2 2 . 

 



Известия КГАСУ, 2018, № 3 (45) 
  

Строительная механика 

 

246 

Преобразуем pcD согласно [5]: 
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Циркуляция скорости в окрестности точки s равна интенсивности присоединенного 
вихря: 

luudxvГ xj D-== +-ò )( . (6) 
Скорость в вихревом слое: 

uuu =+ -+ 2/)( . (7) 
Циркуляция по контуру, пересекающему вихревой слой в некоторой точке s и 

охватывающему все вихри справа, равна разности потенциалов (рис. 1):  
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Используя полученные выражения (6)-(8) коэффициент давления в точке 
расположения присоединенного вихря приводится к виду: 
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Или в безразмерных переменных ( ¥=¢ Vuu / ) 
tГГkuГc kjjp ¢D¢+¢D+-¢¢-=D )(2)1(2 . 

Суммируя Dср по длине пластины и учитывая, что кромки пластины заканчиваются 
контрольными точками, получим коэффициент нормальной силы:  
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Учет ядра вихря на картину обтекания и на коэффициент нормальной силы 
практически не влияет. Как показывают расчеты, часто происходит пробитие пластины 
свободными дискретными вихрями. Оторвавшийся дискретный вихрь близко подходит к 
присоединенным вихрям и под их действием оказывается на наветренной стороне 
пластины. Это приводит к неправильному расчету действующих сил. Для исключения 
всплесков сил, нормальная составляющая скорости вихря считается равной нулю, если от 
вихря до пластины меньше чем Dl = а/k. 

 
Результаты расчетов 
Основными параметрами, влияющие на коэффициент нормальной силы и частоту 

срыва вихрей с пластины, являются, шаг интегрирования по времени nt /1=¢D  и 
интервал между присоединенными вихрями на пластине ./1 kx =¢D  Методические 
расчеты показали, что шаг интегрирования t¢D сильно влияет на динамику свободных 
вихрей. Уменьшение t¢D  затягивает развитие и срыв вихрей, но при этом увеличивает 
суммарную интенсивность вихрей за пластиной, что ведет к росту коэффициента 
нормальной силы су. Увеличение числа разбивки пластины k мало влияет на частоту 
срыва вихрей, но приводит к некоторому уменьшению су. Это объясняется, тем что, при 
увеличении разбивки интенсивности крайних вихрей на пластине распределяются более 
равномерно и интенсивности отрывающихся вихрей становятся не столь значительными.  

Расчеты поперечного обтекания пластины при различных параметрах n и k 
показали, что при n = 12 и k = 20 среднее значение коэффициента нормальной силы сy ≈ 
2,5, а число Струхаля Sh = 0,175 (рис. 2). Как показали последние экспериментальные 
исследования [11] Sh = 0,165, что на 0,01 меньше чем получаемое методом дискретных 
вихрей. Уменьшением шага интегрирования можно приблизить число Струхаля к 
экспериментальному значению, но при этом увеличится коэффициент сопротивления 
пластины.  
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Рис. 2. Зависимость коэффициента нормальной силы пластины по безразмерному времени (a=90°) 
 
Проведенные расчеты при угле атаки a = 60° и 40° при тех же параметрах n и k, 

подобранные для поперечного обтекания, дали следующие зависимости нормальной 
силы по времени (рис. 3).  

 

 
 

Рис. 3. Зависимости коэффициента нормальной силы пластины по безразмерному времени 
 
Согласно [2] при a = 60° экспериментальное значение числа Струхаля Sh = 0,171, 

но по расчетам (рис. 3) получается значительно больше Sh ≈ 0,2. Варьирование 
параметров k и n в не вносят изменения в Sh. 

Несимметричность вводилась смещением оторвавшихся вихрей с левой кромки 
пластины вниз по потоку в промежутке 2£t'£3 по зависимости [9]: 
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Заключение 
Приведенные расчеты показали, что подбором шага интегрирования и числа 

разбивки пластины удается получить удовлетворительную сходимость с 
экспериментальными результатами по коэффициенту нормальной силы. Но при этом 
получается некоторое расхождение по числу Струхаля, особенно при малых углах атаки.  

Замена пластины присоединенными вихрями приводит к прохождению свободных 
вихрей сквозь нее, что приводит к скачкообразному изменению ее аэродинамических 
характеристик. Во избежание последнего необходимо вводить условие, например, 
исключение нормальной составляющей скорости свободного вихря вблизи пластины.  

Формула сил, полученная импульсным способом, оказалась более чувствительна к 
движению вихрей вблизи пластины. Введение начального возмущения влияет в 
некоторой степени на последующее развитие вихрей и тем самым на зависимость 
коэффициента нормальной силы по времени.  

Периодическое изменение нагрузок на пластинчатых конструкциях может привести 
к их разрушению. Рассчитанные коэффициенты нормальной силы для пластины методом 
дискретных вихрей для различных углов натекания позволяют определить действующие 
нагрузки для конкретного случая обтекания и рассчитать пластинчатые конструкций на 
прочность и усталость. 
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Determination of the forces acting on the plate moving at an angle of attack 
by the method of discrete vortices 

 
Abstract  
Problem statement. It is required to determine the force acting on the plate when it flows 

around an incompressible air stream at various angles of attack. 
Results. Dependences of the coefficient of the normal force of the plate on time for different 

angles of attack by the method of discrete vortices are obtained. By varying the step of integrating 
the differential equations of detached vortices and splitting the plate, the convergence of the 
calculated force coefficients is ensured with the available experimental results.  

Conclusions. The significance of the results obtained for the construction industry 
consists in the possibility of evaluating the lamellar structural elements for strength and fatigue 
by applying the calculated coefficients of normal force. 
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