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Математическая модель ламинарного течения аномально-вязкой жидкости  
во вращающемся канале типа «конфузор-диффузор» овального сечения 

 
Аннотация 
В работе рассмотрены особенности реодинамики и теплообмена при течении 

аномально-вязкой жидкости во вращающемся канале «конфузор-диффузор» овального 
сечения. Исходя из конфигурации канала, была описана обобщенно-цилиндрическая 
система координат, в которой построена математическая модель сопряженной задачи 
теплообмена на базе полных уравнений движения, энергии, неразрывности и 
теплопроводности стенок канала с учетом начальных распределений скорости, давления, 
температуры на входе в канал и на выходе из него, и граничных условий на стенках канала. 

Ключевые слова: реодинамика, сопряженная задача теплообмена, аномально-
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Рассмотрим математическую модель стационарного ламинарного течения 

аномально-вязкой жидкости во вращающемся криволинейном конфузорно-диффузорном 
канале овального сечения [1]. 

Рассматривается случай, когда перерабатываемая жидкость поступает во 
вращающуюся трубу длиной )( ∞→тртр LL  из емкости большого размера (рис.). 

 

  
 

Рис. Фрагмент системы «диффузор-конфузор» в декартовой системе координат:  
а) радиальное сечение б) осевое сечение 

 
Граница осевого сечения канала (рис., а) изменяется в соответствии с законом, 

описываемым функцией 22
* )()( iiii azRbzR −−−= , где ),( ii ba  – координаты центра 

окружности, по которой построен профиль твердой стенки канала, iR*  – радиус 
окружности, i=1 – для диффузора, i=2 – для конфузора [2]. 

Уравнение границы поперечного сечения трубы (рис., б) имеет вид [3]: 
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Предположим, что большая и малая ось в уравнении (1) изменяются по профилю 
радиального сечения канала, т.е.: 

).()(:);()(: zRA
BzBBzRzAA ii ⋅====  (2) 

 
Тогда уравнение (1) будет являться уравнением поверхности канала «конфузор-

диффузор» с овальным сечением. 
Развитие течения степенной жидкости во вращающейся трубе овального сечения будем 

рассматривать в подвижной обобщенно-цилиндрической системе координат (r, φ, z), 
вращающейся с постоянной угловой скоростью ω, где нулевое значение радиальной координаты 
совпадает с осью трубы, координаты z – с входным сечением, а угловой координаты φ –  
с радиальным сечением трубы. Для этого воспользуемся преобразованием координат: 
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Введем в уравнения движения, энергии и теплопроводности стенок канала 

безразмерные переменные и параметры [2]: 
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где Lуч – длина трубы; R0 – входной радиус конфузора; dэ – эквивалентный диаметр трубы;  

δ – толщина стенки канала; u0 – начальная скорость потока, um=Q/Sсеч – средняя скорость потока. 
 
При этом формула преобразования координат запишется в виде: 
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Компоненты метрического тензора в криволинейной системе координат (r, φ, z), 

определяемые по формуле [5]: 
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где ,~,~,~,,, 321321 zxxrxzxyxxx ====== ϕ  
будут иметь вид: 
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Ассоциированный метрический тензор, определяется из соотношения: 
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ik GGgg =≡ ,det  – есть алгебраическое дополнение ikg в определителе g . 

 
Дифференциальные операторы в тензорно-индексном виде определяются 

следующими формулами [4, 5]: 
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(7) 

 
Уравнения движения, неразрывности, энергии и теплопроводности при течении 

аномально-вязкой жидкости в трубе с учетом переносной и кориолисовой сил инерции 
имеют вид [5, 6]: 
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Условия однозначности системы (8) заданы начальным распределением скорости, 
давления, температуры на входе в канал и на выходе из него, и граничными условиями на 
стенках канала [2]. 

 
• Условия на входе в канал 0=z : 
o для скорости: 0;0;0 uVVV zr === ϕ ;  
o для температуры жидкости 0TT = ; 
o для температуры стенки 0TTc = .  

• Условия на выходе из канала Lz = : 
o для скорости: ( )
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• Граничные условия при Lz <<0 : 
o Условие на границе жидкости и внутренней стенки 1=r : 
для скорости: 0;0;0 === zr VVV ϕ ;  

для температуры четвертого рода: 
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где p0 – начальное давление; ω – угловая скорость вращения трубы; zr VVV ,, ϕ  – 

радиальная, окружная, осевая составляющие скорости; а – коэффициент 
температуропроводности среды, Т – температура жидкости; Тс – температура стенки 
канала; с – удельная теплоемкость; с – плотность среды; k – характеристика 
консистентности среды; n – индекс течения. 

 
Решение системы (8) будем искать в виде [7]: 
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Рассмотрим слагаемое ( )VV ∇⋅  в системе уравнений (8): 
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Таким образом: 
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Используя формулу для компонент ковариантной производной в формуле (7) 
преобразуем (11) к виду [5]: 
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Если выразить все через ковариантные компоненты вектора V
ur

, 
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Принимая малые деформации вектора ускорений  ( 0)V t V t∂ ∂ ∂ ∂ →

r r
, с учетом 

подстановки (10) и формулы (13) система (8) примет вид: 
 
Уравнения движения: 
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Уравнение неразрывности: 
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Уравнение энергии: 
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Уравнение теплопроводности стенок канала: 
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с граничными условиями: 
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Таким образом, разработана сопряженная задача теплообмена при течении 

аномально-вязкой жидкости типа Освальда-де-Виля во вращающемся канале «конфузор-
диффузор» овального сечения. Описанная в работе криволинейная система координат 
является обобщением для известной цилиндрической системы координат. Несомненная 
ценность данной работы заключается в том, что построенная математическая модель 
является универсальной для каналов различной конфигурации. Соответствующая 
вариация коэффициентов: A=B, K1=0, K2=1, и символов Кристоффеля позволяет получить 
известные уравнения движения, неразрывности, энергии и теплопроводности стенок 
канала для декартовой, цилиндрической и сферической систем координат.  

Численная реализация полученной математической модели позволит определить 
поле скоростей, давления и температур при течении неньютоновских сред в каналах 
конфузорно-диффузорного типа и уточнить методику инженерного расчета 
теплообменного оборудования для нагрева сред с широкими реологическими свойствами. 

 
Список обозначений 

 
A – интенсивность скоростей деформации; а – коэффициент 

температуропроводности, м2; с – удельная теплоемкость, Дж/(кг∙К); д – толщина стенки 
канала, м; k – характеристика консистентности среды, Па∙с; Lтр – общая длина канала 
типа «конфузор-диффузор», м; Lк –длина элемента типа конфузор, м; Lд –длина элемента 
типа диффузор, м; R*i – радиус дуги окружности диффузора (i=1), конфузора (i=2), м; r0, 
R0 – наименьший и наибольший радиусы канала типа «конфузор-диффузор», м; dэ – 
эквивалентный диаметр трубы, м; N – число закрутки; n – индекс течения; p – 
статистическое давление, Па; Pe – число Пекле; Re – критерий Рейнольдса; T – 
температура нагреваемой среды, К; Tс – температура стенки канала, К; Tж – температура 
жидкости, К; Vr=V1, Vφ=V2,Vz=V3 – радиальная, окружная, осевая составляющие скорости 
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течения, м/с; αж – коэффициент теплоотдачи жидкости, Вт/(м2∙К); λ – коэффициент 
теплопроводности среды, Вт/(м∙К); λс – коэффициент теплопроводности стенки, Вт/(м∙К); 
с – плотность, кг/ м3; ω – угловая скорость вращения, с-1. 
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Mathematical model of laminar flow of power-law fluid  
in the rotating «confusor-diffusor» channel with oval section 

 
Resume 
In this work we considered features of the reodynamics in the flow of abnormal-viscous 

fluid in the rotating «confusor-diffusor» channel with oval section of the apparatus of the type 
«pipe in pipe». Based on the configuration of the channel, associated curvilinear system of 
coordinates was described. In the generalized cylindrical system of coordinates on the basis of 
the complete equations of motion, continuity, energy and thermal conductivity of the channel 
walls mathematical model of conjugate heat transfer problem with the initial distributions of 
velocity, pressure, temperature at the channel entrance and exit, and the boundary conditions on 
the channel walls was built. Curvilinear Coordinate system described in the work is a 
generalization for the cylindrical coordinate system. Certainly the value of this work lies in the 
fact that the constructed mathematical model is universal for channels of various configurations. 
The corresponding variation of the coefficients: A=B, K1=0, K2=1, and parameters Lame 
allows you to get the well-known equations of motion, continuity, energy and thermal 
conductivity of the channel walls for the Cartesian, cylindrical and spherical coordinate systems. 

The subsequent development of a mathematical model of conjugate heat transfer in 
rotating confusor-diffuser channels oval cross section and its numerical implementation will 
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determine the values of velocities and pressures in the flow part of the channel. Also it will be 
possible to outline the main directions in the development of engineering methods for 
calculating heat transfer equipment for the heating of non-Newtonian environment. 

Keywords: reodynamics, conjugate heat transfer problem, abnormal-viscous fluid, 
channel with oval section, curvilinear coordinate system. 
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